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Èç òüìû âåêîâ
Íà ïëîñêîñòè ìîæíî íàðèñîâàòü ðàâíîñòî-
ðîííèé ìíîãîóãîëüíèê ñ ëþáûì ÷èñëîì ñòî-
ðîí, à âîò òðåõìåðíûõ àíàëîãîâ òàêèõ ôè-
ãóð, òî åñòü âûïóêëûõ òåë, ëþáàÿ èç ãðàíåé
êîòîðûõ åñòü îäèí è òîò æå ïðàâèëüíûé
ìíîãîóãîëüíèê, ñóùåñòâóåò âñåãî ïÿòü
(ðèñ. 1). Ýòî òåòðàýäð (ó íåãî ÷åòûðå ãðà-
íè), êóá (øåñòü), îêòàýäð (âîñåìü), äîäåêà-
ýäð (äâåíàäöàòü) è èêîñàýäð (äâàäöàòü).

Òàêèìè ìíîãîãðàííèêàìè èíòåðåñîâà-
ëèñü åùå ïèôàãîðåéöû, íî èõ íàçûâàþò
«Ïëàòîíîâûìè òåëàìè», ïîñêîëüêó âåñü
íàáîð èç ïÿòè ôèãóð âïåðâûå áûë ðàñ-
ñìîòðåí Òåýòåòîì è äðóãèìè àíòè÷íûìè
ìàòåìàòèêàìè, áëèçêèìè ê Àêàäåìèè Ïëà-
òîíà. Îòêðûòèå èìè äâóõ ñàìûõ ñëîæíûõ
òåë (èêîñàýäðà è äîäåêàýäðà) ñòàëî î÷åíü
êðóïíûì äîñòèæåíèåì; ê òîìó æå îíè ïî-
íÿëè, ÷òî íèêàêèõ äðóãèõ ïîäîáíûõ òåë íå
ìîæåò áûòü. Äðåâíåãðå÷åñêèå íàòóðôè-
ëîñîôû óâèäåëè â ýòèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ
îáðàçàõ ãëóáîêèé ñìûñë. ×åòûðåì îíè ñî-
ïîñòàâèëè ñòèõèè: òåòðàýäðó � îãîíü, îê-
òàýäðó � âîçäóõ, êóáó � çåìëþ, èêîñà-
ýäðó � âîäó. À ñ ïÿòûì òåëîì, òî åñòü
äîäåêàýäðîì, îíè ñâÿçàëè êâèíòýññåíöèþ
(áóêâàëüíî, «ïÿòóþ ñóùíîñòü») â âèäå âñåé
Âñåëåííîé.

Çàòåì èíòåðåñ ê òàêèì ôèãóðàì âîçíèê
â ýïîõó Âîçðîæäåíèÿ. Î íèõ ïèñàëè ãåî-
ìåòðû, àðõèòåêòîðû è õóäîæíèêè, íàïðè-
ìåð Ïüåðî äåëëà Ôðàí÷åñêà è Àëüáðåõò
Äþðåð. Ëåîíàðäî äà Âèí÷è ñîáèðàë èç äå-
ðåâà èõ êàðêàñíûå ìîäåëè è ñäåëàííûìè
ñ íèõ ðèñóíêàìè äîïîëíèë êíèãó ñâîåãî
äðóãà Ëóêè Ïà÷îëè «Î áîæåñòâåííîé ïðî-

Ïëàòîíîâû òåëà
è ýëåìåíòàðíûå
÷àñòèöû Ë.È.Âåðõîâñêèé

ïîðöèè». Ìíîãî âíèìàíèÿ óäåëÿëè çîëî-
òîìó ñå÷åíèþ è ÷èñëàì Ôèáîíà÷÷è, êîòî-
ðûå ïðîÿâëÿþò ñåáÿ â ïðàâèëüíîì ïÿòè-
óãîëüíèêå, à çíà÷èò, è â äîäåêàýäðå.

Ñëåäóþùóþ ÿðêóþ ñòðàíèöó â íàó÷íóþ
èñòîðèþ Ïëàòîíîâûõ òåë âïèñàë Èîãàíí
Êåïëåð. Â åãî âðåìÿ áûëè èçâåñòíû øåñòü
ïëàíåò, à òàêæå èõ ïðèìåðíûå ðàññòîÿíèÿ
îò Ñîëíöà. Â ñî÷èíåíèè 1595 ãîäà «Êîñ-
ìîãðàôè÷åñêàÿ òàéíà», òî åñòü çàäîëãî äî
îòêðûòèÿ òðåõ çàêîíîâ, ïîëó÷èâøèõ åãî èìÿ,
Êåïëåð ïîïûòàëñÿ âûâåñòè ñòðîåíèå êîñ-
ìîñà (ïî Êîïåðíèêó) èç åäèíîãî ãåîìåòðè-
÷åñêîãî ïðèíöèïà.

Îðáèòó ñàìîé áëèçêîé ê ñâåòèëó ïëàíåòû
Ìåðêóðèÿ îí èçîáðàçèë ñôåðîé ïðîèçâîëü-
íîãî ðàäèóñà; îïèñàâ âîêðóã íåå îêòàýäð, à
âîêðóã íåãî � íîâóþ ñôåðó, Êåïëåð ïðèíÿë
åå çà îðáèòó Âåíåðû. Äàëåå îí ïîâòîðÿë
ýòó ïðîöåäóðó, âàðüèðóÿ òèï ìíîãîãðàííèêà.
Â ðåçóëüòàòå îí ïîëó÷èë øåñòü ñôåð, ðàäè-
óñû êîòîðûõ â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè îòîáðà-
æàëè îòíîñèòåëüíûå ðàçìåðû ïëàíåòíûõ îð-
áèò. Ïîçäíåå àñòðîíîìû îáíàðóæèëè çà
Ñàòóðíîì åùå òðè ïëàíåòû, òàê ÷òî äîãàäêà
Êåïëåðà î ñâÿçè ÷èñëà ïëàíåò ñ Ïëàòîíî-
âûìè òåëàìè ëèøèëàñü ñâîåãî îñíîâàíèÿ.
Íî ñàìà ïîïûòêà óíèôèêàöèè Ñîëíå÷íîé ñè-
ñòåìû çàñëóæèâàåò óâàæåíèÿ; êàê ñêàçàë
êðóïíåéøèé ìàòåìàòèê ïðîøëîãî âåêà Ãåð-
ìàí Âåéëü, «ìû è ïîíûíå ðàçäåëÿåì ñ Êåï-
ëåðîì åãî óáåæäåíèå â ìàòåìàòè÷åñêîé ãàð-
ìîíèè Âñåëåííîé».

Çíà÷åíèå ïðàâèëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ â
ìàòåìàòèêå äàâíî ïðèçíàíî. Âûäàþùèéñÿ
íåìåöêèé ìàòåìàòèê è ïåäàãîã Ôåëèêñ
Êëåéí (àâòîð êíèãè îá èêîñàýäðå) ïèñàë â

1910-õ ãîäàõ: «Îíè ïðîõîäÿò ÷åðåç âñþ
èñòîðèþ íàóêè. Ïèôàãîðåéöû âèäåëè â íèõ
ñèìâîëû íåêîåãî ìèñòè÷åñêîãî ñîâåðøåí-
ñòâà... Òðèíàäöàòü êíèã Åâêëèäîâûõ «Íà-
÷àë» ñëóæèëè ëèøü ââåäåíèåì ê èõ ïîñò-
ðîåíèþ... À â íàøè äíè îíè ñíîâà âñòóïà-
þò â ïîëå çðåíèÿ ìàòåìàòèêîâ, ãäå óäèâè-
òåëüíåéøèì îáðàçîì ñâÿçóþò ðàçëè÷íûå
åå îáëàñòè, óêàçóÿ ïóòü ê äàëüíåéøèì èñ-
ñëåäîâàíèÿì».

Áëåñê ñèììåòðèè
Èçó÷åíèå Ïëàòîíîâûõ òåë ñòðîãèìè ìå-
òîäàìè ìàòåìàòèêè íà÷àëîñü â XIX âåêå,
êîãäà áûëè ðàçâèòû òåîðèÿ ãðóïï è äðó-
ãèå âàæíåéøèå âåòâè ýòîé íàóêè. ×òî ñ
åå òî÷êè çðåíèÿ îòëè÷àåò òàêèå ìíîãîãðàí-
íèêè? Êîíå÷íî æå ñèììåòðèÿ. Îäèí èç îñ-
íîâîïîëîæíèêîâ êðèñòàëëîãðàôèè
Å.Ñ.Ôåäîðîâ ãîâîðèë, ÷òî êðèñòàëëû «áëå-
ùóò ñâîåé ñèììåòðèåé». Òî æå ìîæíî ñêà-
çàòü è îá ýòèõ òåëàõ.

ßñíî, ÷òî èç òðåõìåðíûõ ôèãóð íàèáî-
ëåå ñèììåòðè÷íà ñôåðà: ê åå ñàìîñîâìå-
ùåíèÿì ïðèâîäÿò ïîâîðîòû íà ëþáîé óãîë
âîêðóã ëþáîé îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç åå
öåíòð, à òàêæå îòðàæåíèÿ îò ïëîñêîñòåé,
îñåé è öåíòðà ñèììåòðèè. Ñ Ïëàòîíîâûìè
òåëàìè òîæå ìîæíî ïðîäåëàòü ìíîãî ðàç-
íûõ îïåðàöèé âðàùåíèÿ è îòðàæåíèÿ, ïðè
êîòîðûõ îíè ïðåâðàùàþòñÿ ñàìè â ñåáÿ,
íî, â îòëè÷èå îò ñôåðû, ÷èñëî òàêèõ îïå-
ðàöèé áóäåò êîíå÷íî. Èíà÷å ãîâîðÿ, âðà-
ùåíèÿ ñôåðû îáðàçóþò íåïðåðûâíóþ ãðóï-
ïó, à ìíîãîãðàííèêîâ � äèñêðåòíûå è êî-
íå÷íûå ãðóïïû.

(Íàïîìíþ, ÷òî ìíîæåñòâî îïåðàöèé åñòü
ìàòåìàòè÷åñêàÿ ãðóïïà, åñëè îíî çàìê-
íóòî, òî åñòü ëþáûå äâå èç íèõ, âûïîë-
íåííûå ïîñëåäîâàòåëüíî, ïðèâîäÿò ê ðå-
çóëüòàòó, êîòîðîãî ìîæíî áûëî áû äîñ-
òè÷ü, ïðèìåíèâ êàêóþ-òî îäíó èç èìåþ-
ùèõñÿ îïåðàöèé. Äîïóñòèìûå âðàùåíèÿ
íàøèõ ôèãóð óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó òðå-
áîâàíèþ.)

Ñåé÷àñ íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü òîëüêî
ïîâîðîòû � ìû õîòèì óñòàíîâèòü, êàê
óñòðîåíû ãðóïïû âðàùåíèÿ ïðàâèëüíûõ
ìíîãîãðàííèêîâ. Çàìåòèì åùå, ÷òî, ñî-
åäèíèâ öåíòðû ñîñåäíèõ ãðàíåé ëþáîãî
Ïëàòîíîâà òåëà, ìû ïîëó÷èì äðóãîå,
äâîéñòâåííîå åìó òåëî èç òîãî æå ñïèñ-
êà � òåòðàýäð ïåðåéäåò ñíîâà â òåòðà-
ýäð, êóá â îêòàýäð (è îáðàòíî), èêîñàýäð
â äîäåêàýäð (è îáðàòíî). À ïîñêîëüêó âîç-
ìîæíûå ïîâîðîòû äâîéñòâåííûõ ôèãóð
ñîâïàäàþò, òî ñóùåñòâóþò òîëüêî òðè

Íàø êðóïíåéøèé ñïåöèàëèñò ïî ôèçèêå âûñîêèõ ýíåðãèé àêàäåìèê Ë.Á.Îêóíü
ïèñàë: «Ôèçèêîâ ìîæíî íàçâàòü îõîòíèêàìè çà ñèììåòðèÿìè: â íåêîòîðîì ñìûñëå
îíè îòëè÷àþòñÿ îò îñòàëüíûõ ëþäåé òåì, ÷òî îòûñêèâàþò â ïðèðîäå âñå áîëåå
ñêðûòûå è âñå áîëåå ôóíäàìåíòàëüíûå òèïû ñèììåòðèé». Ýòî îò÷åòëèâî âèäíî â
îáëàñòè ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö, ãäå èìåííî âûÿâëåíèå ñèììåòðèé ñëóæèò òåì
îðóäèåì, êîòîðîå ïîçâîëÿåò ñâåñòè âñå ðàçíîîáðàçèå íàáëþäàåìûõ ñóùíîñòåé
ê íåìíîãèì ëåæàùèì â èõ îñíîâå ñòðóêòóðàì.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ìàòåìàòèêå åñòü âûäåëåííûå îáúåêòû, îáëàäàþùèå íåòðè-
âèàëüíîé, óäèâèòåëüíîé ñèììåòðèåé. Ïðåæäå âñåãî ê íèì ïðèíàäëåæàò ïðàâèëü-
íûå ìíîãîãðàííèêè, âîçìîæíóþ ðîëü êîòîðûõ â ôèçèêå åùå ïðåäñòîèò ðàñêðûòü.

1
Òåëà Ïëàòîíà
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ÐÀÇÌÛØËÅÍÈß

ðàçíûå ãðóïïû âðàùåíèé: 1) òåòðàýäðà;
2) êóáà � îêòàýäðà; 3) èêîñàýäðà � äî-
äåêàýäðà.

Íà÷íåì ñ òåòðàýäðà, êîòîðûé íàèáîëåå
ïðîñò. Ñêîëüêî îí äîïóñêàåò âðàùåíèé èëè
êàêîâ ïîðÿäîê ãðóïïû? Ýòî ëåãêî ñîñ÷èòàòü,
ó÷èòûâàÿ, ÷òî âñÿêàÿ îñü ñèììåòðèè n-ãî
ïîðÿäêà (òî åñòü êîãäà ïðè îáîðîòå âîêðóã
íåå íà 360 ãðàäóñîâ ôèãóðà n ðàç ñîâìåùà-
åòñÿ ñàìà ñ ñîáîé) äåëàåò âîçìîæíûìè
(n � 1) ðàçíûõ ïîâîðîòîâ. Â òåòðàýäðå åñòü
÷åòûðå îñè òðåòüåãî ïîðÿäêà, êîòîðûå ïðî-
õîäÿò ÷åðåç åãî âåðøèíû è öåíòðû ëåæàùèõ
íàïðîòèâ íèõ ãðàíåé, à òàêæå òðè îñè âòîðî-
ãî ïîðÿäêà, ñîåäèíÿþùèõ ñåðåäèíû ïðîòè-
âîïîëîæíûõ (íå èìåþùèõ îáùèõ âåðøèí)
ðåáåð. Ïðèíÿòî åùå ïðèáàâëÿòü òîæäåñòâåí-
íûé ïîâîðîò. Èòîãî: 4õ2 + 3õ1 + 1 = 12.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ðàññìîòðåâ âîç-
ìîæíûå âðàùåíèÿ êóáà è èêîñàýäðà, ïîëó-
÷èì, ÷òî ïîðÿäêè èõ ãðóïï ñîîòâåòñòâåííî
24 è 60.

Ïåðåñòàâëÿåì ïðåäìåòû
Òåïåðü íà âðåìÿ çàáóäåì ïðî Ïëàòîíîâû
òåëà è çàéìåìñÿ âñåâîçìîæíûìè ðàñïî-
ëîæåíèÿìè ïðåäìåòîâ, ÷èñëî êîòîðûõ îáî-
çíà÷èì áóêâîé Ê. Îïåðàöèè èõ ïåðåñòàíî-
âîê òîæå çàäàþò ãðóïïó, êîòîðóþ îáîçíà-
÷àþò S

k
.

Ñêîëüêî âñåãî áóäåò ðàçëè÷íûõ ðàññòà-
íîâîê? Íà ïåðâîì ìåñòå ìîæåò íàõîäèòü-
ñÿ ëþáîé èç K ïðåäìåòîâ, íà âòîðîì �
ëþáîé èç îñòàâøèõñÿ, òî åñòü (K � 1), íà
òðåòüåì � ëþáîé èç (K � 2) è òàê äàëåå.
Ïåðåìíîæàÿ, ïîëó÷èì: Kõ(K � 1).....3õ2õ1,
èëè K! (÷èòàåòñÿ: «K-ôàêòîðèàë»). Çàìå-
òèì, ÷òî 3! = 6, 4! = 24, 5! = 120; ñòîëüêî
îïåðàöèé ñîäåðæàò ãðóïïû S

3
, S

4 
è S

5
.

Êðîìå ãðóïï S
k
 âñåõ ïåðåñòàíîâîê K ïðåä-

ìåòîâ åñòü åùå âàæíûå ãðóïïû ÷åòíûõ ïå-
ðåñòàíîâîê (îáîçíà÷àþò A

k
). Äåëî â òîì, ÷òî

îò îäíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ïðåäìåòîâ ê ëþáî-
ìó äðóãîìó ìîæíî ïåðåéòè íå îäíèì, òàê
ñêàçàòü, áîëüøèì ñêà÷êîì, à íåñêîëüêèìè
ìåëêèìè øàãàìè � ïîñëåäîâàòåëüíî ìå-
íÿÿ ìåñòàìè êàæäûé ðàç ëèøü äâà ýëåìåí-
òà (òàêèå çàìåíû íàçûâàþò «òðàíñïîçèöèÿ-
ìè»). Ñêàæåì, åñëè ó íàñ äâà íàáîðà èç ÷å-
òûðåõ öèôð 2-4-3-1 è 1-4-2-3, òî îò îäíîãî
ê äðóãîìó ìîæíî ïåðåéòè äâóìÿ òðàíñïîçè-
öèÿìè: 2-4-3-1 �> 3-4-2-1 �> 1-4-2-3.

Òîãäà ìíîæåñòâî âñåõ ðàññòàíîâîê ðàç-
áèâàåòñÿ íà äâà ðàâíûõ êëàññà: îäíè ïî-
ëó÷àþòñÿ èç íåêîòîðîé èñõîäíîé ÷åòíûì
÷èñëîì òðàíñïîçèöèé, äðóãèå � íå÷åòíûì.
Òàê êàê âñåãî ïåðåñòàíîâîê K!, òî ÷åòíûõ è

íå÷åòíûõ áóäåò ïî K!/2. Çíà÷èò, ïîðÿäîê
ãðóïïû A

3
 ðàâåí 3, A

4
 � 12, A

5
 � 60.

Ãðóïïû âñåõ ïåðåñòàíîâîê S
n
 íàçûâàþò

ñèììåòðè÷åñêèìè (îòêóäà îáîçíà÷åíèå S),
à ãðóïïû A

n
 � çíàêîïåðåìåííûìè (èëè àëü-

òåðíàòèâíûìè, îòêóäà ñèìâîë A). Ïî÷åìó
òàêèå íàçâàíèÿ? Ýòî ñâÿçàíî ñ ñèììåò-
ðèåé ìíîãî÷ëåíîâ, êîòîðóþ ýòè ãðóïïû îò-
ðàæàþò. Äëÿ ïðèìåðà âîçüìåì äâå ôóíê-
öèè îò òðåõ ïåðåìåííûõ:
1) X

1
X

2
 + X

2
X

3
 + X

1
X

3
;

2) (X
1 
� X

2
)(X

2
 � X

3
)(X

1
 � X

3
).

Ïðèäàäèì âñåì ïåðåìåííûì X
i
 êàêèå-

íèáóäü êîíêðåòíûå çíà÷åíèÿ è ïîñìîòðèì,
êàê âåäóò ñåáÿ ôóíêöèè ïðè ïîïàðíûõ ïå-
ðåèìåíîâàíèÿõ èêñîâ (ïðè òðàíñïîçèöèÿõ).
Ïåðâàÿ èç íèõ ñîõðàíèò ñâîå çíà÷åíèå ïðè
ëþáûõ ïåðåñòàíîâêàõ àðãóìåíòîâ, ïîýòî-
ìó åå áóäåò îïèñûâàòü ãðóïïà S

3
. À âòî-

ðàÿ ìåíÿåò çíàê ïðè êàæäîé òðàíñïîçè-
öèè, òî åñòü îíà çíàêîïåðåìåííàÿ, è, ÷òî-
áû ýòîò ìíîãî÷ëåí îñòàëñÿ íåèçìåííûì,
íàäî ñäåëàòü ÷åòíîå ÷èñëî òàêèõ çàìåí;
çíà÷èò, òóò ãðóïïà ÷åòíûõ ïåðåñòàíîâîê òðåõ
ýëåìåíòîâ A

3
.

Ñîîòâåòñòâèÿ ãðóïï
Âåðíåìñÿ ê íàøèì áàðàíàì, òî áèøü ìíî-
ãîãðàííèêàì. Ïðè ëþáûõ ïîâîðîòàõ íåêî-
òîðûå ãåîìåòðè÷åñêèå îáðàçû â íèõ � ãðà-
íè, âåðøèíû èëè ðåáðà � ìåíÿþòñÿ ìåñ-
òàìè, è íåîæèäàííî îêàçàëîñü, ÷òî ãðóïïû
âðàùåíèÿ òàêèõ òåë â ìàòåìàòè÷åñêîì îò-
íîøåíèè íåîòëè÷èìû îò îïðåäåëåííûõ
ãðóïï ïåðåñòàíîâîê � ñèììåòðè÷åñêèõ èëè
àëüòåðíàòèâíûõ.

Íà÷íåì îïÿòü ñ òåòðàýäðà. Ïðè ïîâîðî-
òàõ âîêðóã îñåé òðåòüåãî ïîðÿäêà îäíà åãî
âåðøèíà îñòàåòñÿ íåïîäâèæíîé, à òðè îñ-
òàâøèåñÿ öèêëè÷åñêè ïåðåñòàâëÿþòñÿ. À
ïðè ïîâîðîòàõ âîêðóã îñåé âòîðîãî ïîðÿä-
êà âåðøèíû ïîïàðíî ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè.
Âñå âìåñòå îíè äàþò 12 ÷åòíûõ ïåðåñòà-
íîâîê ÷åòûðåõ ýòèõ òî÷åê (ãðóïïà A

4
).

Òåïåðü ðàññìîòðèì êóá (è äâîéñòâåí-
íûé åìó îêòàýäð). Ïðè ëþáîì ïîâîðîòå
êóáà åãî ÷åòûðå áîëüøèå äèàãîíàëè ìå-
íÿþòñÿ ìåñòàìè, è åãî ãðóïïà âðàùåíèÿ
ñîâïàäàåò ñ S

4
 � ãðóïïîé âñåõ ïåðåñòàíî-

âîê ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ. Åå ïîðÿäîê 24.
À âðàùåíèÿì èêîñàýäðà (è äîäåêàýäðà)

îòâå÷àåò ãðóïïà ÷åòíûõ ïåðåñòàíîâîê A
5
 èç

60 îïåðàöèé. Êàêîâû òå ïÿòü ýëåìåíòîâ,

êîòîðûå ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè? Â äàííîì
ñëó÷àå èõ óâèäåòü ñëîæíåå. Îêàçûâàåòñÿ,
ýòî ïÿòü îêòàýäðîâ, âïèñàííûõ â èêîñàýäð
(èëè ïÿòü êóáîâ � â äîäåêàýäð). Íà ðèñ. 2
ïîêàçàí âïèñàííûé â äîäåêàýäð êóá; èç
íåãî ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíûì, ÷òî òàêèõ êó-
áîâ äåéñòâèòåëüíî ìîæåò áûòü ïÿòü � âåäü
â êàæäîé ïÿòèóãîëüíîé ãðàíè åñòü ïÿòü äè-
àãîíàëåé, êîòîðûå ñëóæàò èì ðåáðàìè.

Íåðàçëè÷èìîñòü
ìèêðî÷àñòèö
Òåïåðü ïðèøëà ïîðà ïåðåêèíóòü ìîñòèê îò
ìèðà ìíîãîãðàííèêîâ ê ìèðó ýëåìåíòàðíûõ
÷àñòèö. Êîãäà â 30-õ ãîäàõ øëî ôîðìèðî-
âàíèå êâàíòîâîé õèìèè, â íåé ñòàëè øèðî-
êî èñïîëüçîâàòü òåîðèþ ãðóïï; çàãîâîðèëè
äàæå î «ãðóïïîâîé ÷óìå». È áîëüøîå âíè-
ìàíèå óäåëÿëè ãðóïïàì ïåðåñòàíîâîê.

Äåëî â òîì, ÷òî â êâàíòîâîé ìåõàíèêå
ñèñòåìó èç ìíîãèõ ÷àñòèö îïèñûâàþò åäè-
íîé âîëíîâîé ôóíêöèåé. À âåðîÿòíîñòü òîãî
èëè èíîãî ñîáûòèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êâàäðà-
òîì ýòîé âîëíîâîé ôóíêöèè. Ïðåäñòàâèì
ñåáå ôóíêöèþ, êîòîðàÿ îïèñûâàåò ñèñòåìó
èç äâóõ îäíîèìåííûõ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö,
íàïðèìåð, äâóõ ýëåêòðîíîâ. Â êâàíòîâîé ìå-
õàíèêå òàêèå ÷àñòèöû íåðàçëè÷èìû ìåæäó
ñîáîé. Çíà÷èò, åñëè ïîìåíÿòü èõ ìåñòàìè
(îñóùåñòâèòü òðàíñïîçèöèþ � âñïîìíèì
íàøè ìíîãî÷ëåíû), òî âåðîÿòíîñòü ñâÿçàí-
íîãî ñ íèìè ñîáûòèÿ, òî åñòü êâàäðàò ôóíê-
öèè íå èçìåíèòñÿ. À ýòî âîçìîæíî â äâóõ
ñëó÷àÿõ: åñëè âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ñîõðàíÿåò
ñâîé çíàê ïðè òðàíñïîçèöèè, òî åñòü îíà
ñèììåòðè÷íà, ëèáî èçìåíÿåò çíàê (àíòè-
ñèììåòðè÷íà). Â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êà-
êîé âàðèàíò ðåàëèçóåòñÿ, âñå ÷àñòèöû äå-
ëÿò íà äâà êëàññà � áîçîíû è ôåðìèîíû.
Áîçîíàì áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ãðóïïû S

n
,

à ôåðìèîíàì A
n
. Ïîýòîìó òàêèå ãðóïïû øè-

ðîêî èñïîëüçóþò ïðè èçó÷åíèè ìèêðîñèñ-
òåì â ÿäåðíîé è àòîìíîé ôèçèêå, êâàíòî-
âîé õèìèè è ñïåêòðîñêîïèè.

Êîíå÷íî, òåîðèÿ ãðóïï èãðàåò âåäóùóþ
ðîëü è â èçó÷åíèè ñîáñòâåííî ýëåìåí-
òàðíûõ ÷àñòèö, îïèñûâàÿ ðàçíûå ñèì-
ìåòðèè â íèõ. Ïðåæäå âñåãî, â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ òîëüêî ÷òî ðàññìîòðåííûì ïðèí-
öèïîì îíà äåëèò èõ íà ôåðìèîíû è áî-
çîíû. Ôåðìèîíû ñëóæàò ñòðîèòåëüíûì
ìàòåðèàëîì ôèçè÷åñêîãî ìèðà, à áîçî-
íû ïåðåíîñÿò âçàèìîäåéñòâèÿ.

Èçâåñòíûå ñåé÷àñ 24 ôóíäàìåíòàëüíûõ
(íà ñåãîäíÿøíèé äåíü áåññòðóêòóðíûõ)
ôåðìèîíà ïðèâåäåíû â òàáëèöå. Îíè ðàç-
áèòû íà òðè ïîõîæèå âîñüìåðêè � êàê áû

2
Êóá, âïèñàííûé â äîäåêàýäð

(ýòîò ðèñóíîê âçÿò èç áðîøþðû
È.Ì.Ïàðàìîíîâîé «Ñèììåòðèÿ

â ìàòåìàòèêå». Ì.: ÌÖÍÌÎ, 2002)
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òðè ïîêîëåíèÿ ÷àñòèö, ðàçëè÷àþùèõñÿ ïî
ìàññàì. Â êàæäîå ïîêîëåíèå âõîäÿò äâà
ëåïòîíà (ýëåêòðîí èëè åãî áîëåå òÿæåëûé
àíàëîã, à òàêæå íåéòðèíî îäíîãî èç òðåõ
âîçìîæíûõ òèïîâ) è äâà êâàðêà, êàæäûé èç
êîòîðûõ áûâàåò òðåõ öâåòîâ. Ìîæåò ëè òàá-
ëèöà â áóäóùåì ïîïîëíèòüñÿ äðóãèìè òà-
êèìè ïîêîëåíèÿìè (÷åòâåðòûì, ïÿòûì è äðó-
ãèìè)? � ýòîò âîïðîñ îñòàåòñÿ îòêðûòûì.

Íà ïóòè ê åäèíñòâó
Íà ïîâåñòêå äíÿ ñòîèò çàäà÷à îáúåäèíå-
íèÿ ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ ñèë, èíûìè ñëî-
âàìè, íàõîæäåíèÿ ãðóïïû, êîòîðàÿ îõâà-
òèëà áû âñå ÷àñòèöû è èõ âçàèìîäåéñòâèÿ.
Óæå óíèôèöèðîâàíû ýëåêòðè÷åñêèå è ñëà-
áûå ñèëû (òåîðèÿ Âàéíáåðãà � Ñàëàìà),
à òåïåðü ôèçèêè áüþòñÿ íàä «Âåëèêèì
îáúåäèíåíèåì», êîòîðîå äîëæíî âêëþ÷èòü
è ñèëüíîå âçàèìîäåéñòâèå.

Òóò ïîïóëÿðíà ìîäåëü Ã.Äæîðäæè è
Ø.Ãëýøîó (ñì. ðåöåíçèþ íà êíèãó Ãëýøîó
«Î÷àðîâàíèå ôèçèêè» â «Õèìèè è æèçíè»,
2003, ¹ 12). Îíè â áîëüøîé ñòåïåíè ôîð-
ìàëüíî, ìåõàíè÷åñêè ñîåäèíèëè ãðóïïû,
êîòîðûå îòâå÷àþò îòäåëüíûì èçâåñòíûì
âçàèìîäåéñòâèÿì (ýëåêòðîñëàáîìó è ñèëü-
íîìó), è íàèáîëåå ýêîíîìíûì ñïîñîáîì
âêëþ÷èëè èõ â áîëåå øèðîêóþ, òàê íàçû-
âàåìóþ SU(5) ãðóïïó.

Íàì ñåé÷àñ íåîáÿçàòåëüíî âûÿñíÿòü, ÷òî
ýòî òàêîå. Ãëàâíîå, ÷òî îíà îïèñûâàåò
ôåðìèîíû ìàòðèöåé ðàçìåðîì ïÿòü íà
ïÿòü, à òîãäà ÷èñëî ïåðåíîñÿùèõ âçàèìî-
äåéñòâèÿ áîçîíîâ ðàâíî êîëè÷åñòâó ýëå-
ìåíòîâ ìàòðèöû ìèíóñ îäèí. Òàê ìîäåëü
îáúÿñíÿåò îáùåå êîëè÷åñòâî áîçîíîâ, à
èìåííî 24. Âàæíî, ÷òî ýòîò íàáîð áîçî-
íîâ, ðåàëèçóþùèõ âñå ïðåâðàùåíèÿ ôåð-
ìèîíîâ, óæå, êàê ïîëàãàþò ó÷åíûå, èçìå-
íåíèþ íå ïîäëåæèò (äàæå åñëè ÷èñëî ôåð-
ìèîííûõ ïîêîëåíèé âîçðàñòåò).

×òî ýòî çà íàáîð? Âî-ïåðâûõ, ÷åòûðå
÷àñòèöû, ïåðåíîñÿùèå ýëåêòðîñëàáûå
ñèëû, � ôîòîí, W+, W�, Z0. Âî-âòîðûõ, âî-
ñåìü ãëþîíîâ, îáåñïå÷èâàþùèõ öâåòîâîå
âçàèìîäåéñòâèå êâàðêîâ. Ê íèì íóæíî äî-
áàâèòü åùå äâå øåñòåðêè ãèïîòåòè÷åñêèõ
ïåðåíîñ÷èêîâ, íàçûâàåìûõ X- è Y-÷àñòè-
öàìè, èëè ëåïòîêâàðêàìè. Îíè, ñîãëàñíî
ìîäåëè Äæîðäæè � Ãëýøîó, ïðè î÷åíü
âûñîêîé ýíåðãèè ìîãóò ïðåîáðàçîâûâàòü
êâàðêè â ëåïòîíû è îáðàòíî (ñ íèìè ñâÿ-
çàíà âîçìîæíàÿ íåñòàáèëüíîñòü ïðîòîíà).

Ïîäõîä Äæîðäæè è Ãëýøîó � ëèøü îäèí
èç ìíîãèõ âîçìîæíûõ. Ãëàâíàÿ ïðîáëåìà
çàêëþ÷àåòñÿ â îòûñêàíèè ëåæàùåé â îñ-
íîâå ôèçè÷åñêîé ðåàëüíîñòè ãðóïïû.
Îáû÷íî åå èùóò ñðåäè ðàçëè÷íûõ íåïðå-
ðûâíûõ ãðóïï âðîäå SU(5). À ìîæåò áûòü,

ëè áû áûòü ðåàëèçàöèåé êàêîé-òî çíàêî-
ïåðåìåííîé ãðóïïû, à áîçîíû � ñèììåò-
ðè÷åñêîé. Íî, êàê ìû âèäåëè, â ñëó÷àå ÷å-
òûðåõ èëè ïÿòè ïåðåñòàâëÿåìûõ ýëåìåí-
òîâ ýòè ãðóïïû îïèñûâàþò âðàùåíèÿ Ïëà-
òîíîâûõ òåë, ïðè÷åì ÷èñëî îïåðàöèé â íèõ
è êîëè÷åñòâî ôóíäàìåíòàëüíûõ ÷àñòèö ëå-
æàò â îäíèõ è òåõ æå ãðàíèöàõ.

Âîçìîæíî, èìåííî â ïðàâèëüíûõ ìíî-
ãîãðàííèêàõ çàêëþ÷åí òîò åäèíûé ãåîìåò-
ðè÷åñêèé ïðèíöèï, êîòîðûé ïîçâîëèò ðàñ-
êðûòü âíóòðåííþþ ëîãèêó ìèðà ÷àñòèö,
ïðåäñêàçàòü èõ ñîñòàâ è ñâîéñòâà.

Êóá áîçîíîâ
Ñíà÷àëà âçãëÿíåì ïîä ýòèì óãëîì çðåíèÿ
íà áîçîíû. Êàê ñêàçàíî, âñåãî èõ 24, íî
âåäü òàêîâ ïîðÿäîê ñèììåòðè÷åñêîé ãðóï-
ïû S
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 (îíà æå ãðóïïà âðàùåíèÿ êóáà). Ìû

òîëüêî ÷òî çàõîòåëè ñîïîñòàâèòü áîçîíàì
îäíó èç òàêèõ ãðóïï è ñðàçó æå ïðàâèëüíî
ïîëó÷èëè èõ îáùåå êîëè÷åñòâî. Íî ýòî íå
âñå. Äëÿ ìàòåìàòèêà ïîíÿòü ñòðóêòóðó ãðóï-
ïû � çíà÷èò âûÿâèòü åå ïîäãðóïïû, îïðå-
äåëèòü èõ òèï è îòíîøåíèÿ ìåæäó íèìè.
Ïîäãðóïïû � ýòî òàêèå ïîäìíîæåñòâà ãðóï-
ïû, êîòîðûå ñàìè òîæå ñóòü ãðóïïû; ó ïîä-
ãðóïïû ìîãóò áûòü ñâîè ïîäãðóïïû, ó òåõ
ñâîè è òàê äàëåå. È íóæíî ðàçîáðàòüñÿ âî
âñåé ýòîé «ìàòðåøêå».

Îñîáîå çíà÷åíèå èìåþò òàê íàçûâàå-
ìûå íîðìàëüíûå ïîäãðóïïû, íî, ÷òîáû íå
çàëåçòü â äåáðè àáñòðàêöèé, òóò ìû îãðà-
íè÷èìñÿ ëèøü î÷åíü ãðóáîé àíàëîãèåé:
åñëè ãðóïïó ñðàâíèòü ñ íåêîòîðûì ÷èñëîì,
òî íîðìàëüíîé ïîäãðóïïå ìîæíî ñîïîñòà-
âèòü äðóãîå ÷èñëî, ñëóæàùåå äåëèòåëåì
ïåðâîãî. Íàëè÷èå òàêèõ ïîäãðóïï ïîçâîëÿ-
åò ðàçëîæèòü èñõîäíóþ ãðóïïó íà áîëåå
ìåëêèå (êàê áû ðàçëîæèòü ÷èñëî íà ìíî-
æèòåëè). Äàâàéòå âûÿñíèì, êàê ðàçëîæèòü
ãðóïïó âðàùåíèÿ êóáà íà ïîäãðóïïû.

Â íåé èìååòñÿ íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà
òåòðàýäðà. Âåäü â êóá ìîæíî âïèñàòü äâà
òåòðàýäðà (ðèñ. 3), êîòîðûå, ïåðåñåêàÿñü,

ÑËÎÂÀÐÈÊ

Áîçîíû � ýëåìåíòàðíûå èëè ñî-
ñòàâíûå ÷àñòèöû ñ öåëûì (èëè íóëå-
âûì) ñïèíîì, êîòîðûå ïîä÷èíÿþòñÿ
ñòàòèñòèêå Áîçå�Ýéíøòåéíà. Áëàãî-
äàðÿ ýòîìó â îäíîì è òîì æå êâàí-
òîâîì ñîñòîÿíèè ìîæåò îêàçàòüñÿ
ëþáîå ÷èñëî îäèíàêîâûõ ÷àñòèö. Ïðè-
ìåðû áîçîíîâ: ôîòîí, ìåçîíû, ÿäðà
ñ ÷åòíûì ÷èñëîì íóêëîíîâ.

Ôåðìèîíû � ýëåìåíòàðíûå èëè ñî-
ñòàâíûå ÷àñòèöû ñ ïîëóöåëûì ñïè-
íîì, ïîä÷èíÿþùèåñÿ ñòàòèñòèêå Ôåð-
ìè�Äèðàêà (äëÿ íèõ âåðåí «ïðèíöèï
çàïðåòà» Ïàóëè, êîòîðûé ãëàñèò, ÷òî
â êàæäîì êâàíòîâîì ñîñòîÿíèè ìî-
æåò íàõîäèòüñÿ íå áîëåå îäíîé ÷àñ-
òèöû). Ïðèìåðû ôåðìèîíîâ: ýëåêò-
ðîí, ìþîí, íåéòðèíî, êâàðêè, ïðîòîí,
íåéòðîí, ÿäðà ñ íå÷åòíûì ÷èñëîì
íóêëîíîâ.

Ëåïòîíû � ôóíäàìåíòàëüíûå (áåñ-
ñòðóêòóðíûå) ôåðìèîíû, íå ó÷àñòâó-
þùèå â ñèëüíûõ âçàèìîäåéñòâèÿõ. Â
ýòîò êëàññ âõîäÿò ýëåêòðîí è åãî àíà-
ëîãè (ìþîí è òàó-÷àñòèöà), èõ àíòè-
÷àñòèöû, à òàêæå íåéòðèíî.

Êâàðêè � ôóíäàìåíòàëüíûå ôåðìè-
îíû, îáëàäàþùèå öâåòîâûì çàðÿäîì,
ìåæäó êîòîðûìè ïóòåì îáìåíà ãëþ-
îíàìè ïðîèñõîäÿò ñèëüíûå âçàèìî-
äåéñòâèÿ. Â ñâîáîäíîì âèäå íå íà-
áëþäàþòñÿ. Èç êâàðêîâ ñîñòîÿò, íà-
ïðèìåð, ïðîòîí è íåéòðîí (ïî òðè
êâàðêà â êàæäîì), à òàêæå ìíîãèå
äðóãèå íåñòàáèëüíûå ÷àñòèöû.

Ãëþîíû � áåçìàññîâûå, íî îáëà-
äàþùèå öâåòîì ÷àñòèöû, êîòîðûå ïå-
ðåíîñÿò ñèëüíîå âçàèìîäåéñòâèå
ìåæäó êâàðêàìè. Îáìåí ãëþîíàìè
ìåíÿåò öâåò êâàðêà.

W+, W� è Z0-áîçîíû � ÷àñòèöû, êî-
òîðûå, íàðÿäó ñ ôîòîíîì, îñóùåñòâ-
ëÿþò ýëåêòðîñëàáûå âçàèìîäåéñòâèÿ.
Â îòëè÷èå îò ôîòîíîâ, èìåþò ìàññó
ïîêîÿ. W+ è W�-áîçîíû îáëàäàþò
ýëåêòðè÷åñêèì çàðÿäîì, à Z0 íåò.

Ñèëüíîå âçàèìîäåéñòâèå � ñàìîå
ñèëüíîå èç ÷åòûðåõ ôóíäàìåíòàëü-
íûõ âçàèìîäåéñòâèé ìåæäó ýëåìåí-
òàðíûìè ÷àñòèöàìè. Åãî ðàäèóñ äåé-
ñòâèÿ 10-12 ñì. Îíî îáåñïå÷èâàåò
ïðî÷íóþ ñâÿçü ìåæäó íóêëîíàìè â
ÿäðå.

Ñëàáîå âçàèìîäåéñòâèå � îäíî
èç ÷åòûðåõ ôóíäàìåíòàëüíûõ âçàè-
ìîäåéñòâèé ìåæäó ýëåìåíòàðíûìè
÷àñòèöàìè. Îíî ìíîãî ñëàáåå ñèëü-
íîãî è ýëåêòðîìàãíèòíîãî, íî ñèëü-
íåå ãðàâèòàöèîííîãî. Ïðîÿâëÿåòñÿ íà
ðàññòîÿíèÿõ 10-16 ñì. Ñëàáîå âçàè-
ìîäåéñòâèå èãðàåò âàæíóþ ðîëü â
ïðèðîäå. Îíî ïðåâðàùàåò çàðÿæåí-
íûå ëåïòîíû â íåéòðèíî, êâàðêè îä-
íîãî òèïà â êâàðêè äðóãîãî, à òàêæå
îáåñïå÷èâàåò ïðåâðàùåíèå ïðîòîíà
â íåéòðîí, ïîçèòðîí è íåéòðèíî. À ýòà
ðåàêöèÿ ëåæèò â îñíîâå òåðìîÿäåð-
íîãî ñèíòåçà â çâåçäàõ.

3
Äâà âïèñàííûõ
â êóá ïåðåñåêàþùèõñÿ òåòðàýäðà îáðàçóþò
âîñüìèêîíå÷íóþ çâåçäó (stella octangula)

Ïîêîëåíèÿ Ëåïòîíû Êâàðêè

I Ýëåêòðîííîå íåéòðèíî u u u
Ýëåêòðîí d d d

II Ìþîííîå íåéòðèíî ñ ñ ñ
Ìþîí s s s

III Òàó-íåéòðèíî t t t
Òàó-÷àñòèöà b b b
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ñòîèò îáðàòèòü âçîð è
íà êîíå÷íûå ãðóïïû?
È íå ïîñëóæèò ëè òóò
çàöåïêîé ñàì ôàêò
ðàçäåëåíèÿ ÷àñòèö íà
ôåðìèîíû è áîçîíû?

Â ñîîòâåòñòâèè ñ
ïîâåäåíèåì âîëíîâîé
ôóíêöèè ïðè òðàíñïî-
çèöèÿõ ôåðìèîíû ìîã-
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îáðàçóþò íåâûïóêëûé, çâåçä÷àòûé ìíîãî-
ãðàííèê, íàçâàííûé Êåïëåðîì stella
octangula (âîñüìèêîíå÷íàÿ çâåçäà). È êàæ-
äûé èç òåòðàýäðîâ îïðåäåëÿåò ñâîþ íîð-
ìàëüíóþ ïîäãðóïïó.

À ó ãðóïïû òåòðàýäðà, â ñâîþ î÷åðåäü,
òîæå åñòü íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà. Îíà ñî-
ñòîèò èç òîæäåñòâåííîãî ïîâîðîòà è òðåõ
âðàùåíèé íà 180î âîêðóã òðåõ îñåé âòîðî-
ãî ïîðÿäêà � ëèíèé, ñîåäèíÿþùèõ ñåðå-
äèíû ïðîòèâîïîëîæíûõ ðåáåð (ìû îá ýòîì
ãîâîðèëè, êîãäà ðàññìàòðèâàëè âîçìîæ-
íûå ïîâîðîòû òåòðàýäðà); åå íàçûâàþò
êâàäðàòè÷íîé, èëè ãðóïïîé Êëåéíà.

Îïåðàöèÿì ãðóïïû Êëåéíà ñîïîñòàâèìû
÷åòûðå ïåðåíîñ÷èêà ýëåêòðîñëàáîãî âçàè-
ìîäåéñòâèÿ � ôîòîí, W+, W�, Z0. Íî òåòðà-
ýäð ìîæíî åùå âðàùàòü âîêðóã îñåé òðå-
òüåãî ïîðÿäêà, è ïîäîáíûõ îïåðàöèé âñåãî
âîñåìü � ýòî áóäóò âîñåìü ãëþîíîâ. Íà-
êîíåö, åñòü 12 ïîâîðîòîâ êóáà, ïåðåñòàâ-
ëÿþùèõ äâà òåòðàýäðà â stella octangula,
ïðè÷åì ãåîìåòðè÷åñêè (ïî òèïó îñåé âðà-
ùåíèÿ) òàêèå ïîâîðîòû ðàçáèâàþòñÿ íà äâå
øåñòåðêè, êîòîðûå ëîãè÷íî ñâÿçàòü ñ øåñ-
òüþ X- è øåñòüþ Y-÷àñòèöàìè.

Òîãäà ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ñëàáûå ñèëû îò-
âå÷àþò ãðóïïå Êëåéíà, ïðè êîòîðîé ïîïàð-
íî ïåðåñòàâëÿþòñÿ ÷åòûðå ýëåìåíòà; èç-
âåñòíî, ÷òî â ñëàáûõ âçàèìîäåéñòâèÿõ âñå-
ãäà èìåííî òàê ó÷àñòâóþò ÷åòûðå ôåðìèî-
íà. À öâåòîâûå ñèëû ìåæäó êâàðêàìè ñî-
îòâåòñòâóþò âðàùåíèÿì òåòðàýäðà âîêðóã
îñåé òðåòüåãî ïîðÿäêà, êîãäà öèêëè÷åñêè
ïåðåñòàâëÿþòñÿ òðè ýëåìåíòà. Ìîæíî
ôàíòàçèðîâàòü, ÷òî êâàðêè è ãëþîíû ïî-
òîìó íå íàáëþäàþò â ñâîáîäíîì âèäå, ÷òî
èõ ïîðîæäàþò ïîäãðóïïû, íå ÿâëÿþùèåñÿ
íîðìàëüíûìè.

Êàê íåòðóäíî óâèäåòü, ðàçëîæåíèå ãðóï-
ïû êóáà (24 = 4 + 8 + 6 + 6) ïîëíîñòüþ
ñîâïàäàåò ñ íàáîðàìè áîçîíîâ, ïåðåíî-
ñÿùèõ ðàçíûå ôèçè÷åñêèå ñèëû â ìîäåëè
SU(5). Íî ó íàñ îíè âîçíèêëè íåïîñðåä-
ñòâåííî èç ñòðóêòóðû ãðóïïû S

4
, òî åñòü

èç ãðóïïû âðàùåíèÿ êóáà.

Ôåðìèîíû è èêîñàýäð
Ïîõîæå, ÷òî ïðèâåäåííûå â òàáëèöå áàçî-
âûå ôåðìèîíû èìåþò îòíîøåíèå ê èêîñà-
ýäðó � äîäåêàýäðó. Êàê îáíàðóæèëè Äæîð-

äæè è Ãëýøîó, â ìíîæåñòâå ýòèõ ÷àñòèö
ïðîÿâëÿþò ñåáÿ ñèììåòðèè ïÿòîãî ïîðÿä-
êà, à ýòî õàðàêòåðíûé ïðèçíàê èìåííî òà-
êèõ ôèãóð (ñì. êíèãó Ãëýøîó, ñ. 263).

Ìû ãîâîðèëè, ÷òî îêîí÷àòåëüíîå ÷èñëî
ôåðìèîíîâ ïîêà íå èçâåñòíî. Â òàáëèöå
èõ 24, íî, ÷òîáû ïîëó÷èòü îáùåå èõ êîëè-
÷åñòâî, íàäî åùå ó÷åñòü àíòè÷àñòèöû è ðàç-
íûå ïîëÿðèçàöèè  (äâà âîçìîæíûõ çíà÷å-
íèÿ ñïèíà). Äëÿ îäíîãî ïîêîëåíèÿ ïîëó÷à-
åòñÿ 8õ2õ2 = 32, íî íåéòðèíî áûâàþò òîëü-
êî ëåâîé ïîëÿðèçàöèè, à àíòèíåéòðèíî �
ïðàâîé. Çíà÷èò, âñåãî 30, à äëÿ òðåõ ïîêî-
ëåíèé 90.

Îäíàêî åñëè ïîêîëåíèé íà ñàìîì äåëå
÷åòûðå (÷òî âïîëíå âåðîÿòíî), òî â èòîãå èõ
áóäåò 120, è ýòî ÷èñëî ëó÷øå óêëàäûâàåòñÿ
â «Ïëàòîíîâî ëîæå». Òàêîâ, êàê ìû ïîìíèì,
ïîðÿäîê ãðóïïû S

5
 (5-ôàêòîðèàë), íî ñåé-

÷àñ ìû çàíèìàåòñÿ ôåðìèîíàìè, è ïîòîìó
íàñ áîëüøå ïðèâëåêàþò íå ñèììåòðè÷åñ-
êèå, à çíàêîïåðåìåííûå ãðóïïû.

Ãðóïïà âðàùåíèÿ èêîñàýäðà A
5
 èìååò

ïîðÿäîê 60, íî åãî ìîæíî óäâîèòü, åñëè ê
äîïóñòèìûì îïåðàöèÿì äîáàâèòü îòðàæå-
íèå îò îäíîé èç ïëîñêîñòåé ñèììåòðèè
ýòîãî ìíîãîãðàííèêà � òîãäà ìû ïåðåé-
äåì ê ðàñøèðåííîé ãðóïïå ~A

5
. (Õîòÿ îíà

ñîäåðæèò ñòîëüêî æå ýëåìåíòîâ, êàê è S
5
,

íî ýòî äâå ñîâñåì ðàçíûå ãðóïïû.)
Ó òåòðàýäðà òîæå åñòü ðàñøèðåííàÿ ãðóï-

ïà ~A
4
. È âîò êàêîé èíòåðåñíûé ýôôåêò: ó

ãðóïïû A
5
 (âðàùåíèÿ èêîñàýäðà) åñòü ïîä-

ãðóïïà A
4
 (âðàùåíèÿ òåòðàýäðà), íî ó ðàñ-

øèðåííîé ãðóïïû ~A
5
 ðàñøèðåííàÿ ãðóïïà

~A
4 
 óæå íå ñëóæèò ïîäãðóïïîé. Âìåñòî íåå

ó ~A
5
 åñòü äðóãàÿ ïîäãðóïïà (îáîçíà÷èì åå

*A
4
), ñîñòîÿùàÿ èç ãðóïïû òåòðàýäðà, äî-

ïîëíåííîé îïåðàöèåé îòðàæåíèÿ îòíîñè-
òåëüíî åãî öåíòðà. Ýòîé ïîäãðóïïå ñîîò-
âåòñòâóåò íå ÷òî èíîå, êàê stella octangula �
âåäü äâà òåòðàýäðà â âîñüìèêîíå÷íîé çâåç-
äå ñâÿçàíû êàê ðàç òàêîé ñèììåòðèåé.

Ïîïðîáóåì ïðèäàòü âíîâü ââåäåííûì
îïåðàöèÿì ôèçè÷åñêèé ñìûñë. Îòðàæåíèþ
îò ïëîñêîñòè ìîã áû îòâå÷àòü ïåðåõîä îò
÷àñòèöû ê àíòè÷àñòèöå, à îòðàæåíèþ îò
öåíòðà � ê äðóãîé ïîëÿðèçàöèè. Äîïóñòèì
åùå, ÷òî ïðè ýíåðãèÿõ Âåëèêîãî îáúåäè-
íåíèÿ äåéñòâóåò ðàñøèðåííàÿ ãðóïïà ~A

5
,

à ïðè áîëåå íèçêèõ � åå ïîäãðóïïà *A
4
 (êàê

ó÷èò òåîðèÿ ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ, ïðè îõ-
ëàæäåíèè ñèñòåìû îíà ñòàíîâèòñÿ ìå-
íåå ñèììåòðè÷íîé).

Òîãäà ñ ïàäåíèåì òåìïåðàòóðû ðàâíî-
ïðàâèå ÷àñòèö è àíòè÷àñòèö äîëæíî áûëî
íàðóøèòüñÿ. Çíà÷èò, â ñâîéñòâàõ êîíå÷íûõ
ãðóïï ìîæåò ëåæàòü ðàçãàäêà íàáëþäàå-
ìîé àñèììåòðèè ïðèðîäû � íàëè÷èÿ ìèðà,
íî íå àíòèìèðà.

Áûëî çàìå÷åíî (îá ýòîì ïèñàë Äæîðä-
æè), ÷òî êàæäîå ïîêîëåíèå ôåðìèîíîâ õî-
ðîøî ìîäåëèðóåòñÿ êóáîì. Â ñàìîì äåëå,
ðàñïîëîæèì êóá íà ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñ-
êîñòè òàê, ÷òîáû îí ñòîÿë íà âåðøèíå
(ðèñ. 4). Íàðèñóåì íà ïëîñêîñòè òðè îñè A,
B, C ïîä óãëàìè 120î äðóã ê äðóãó � îíè
áóäóò èçîáðàæàòü öâåòîâûå çàðÿäû; çíà-
÷åíèå ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà îòêëàäûâà-
åì ïî âåðòèêàëè.

Òîãäà íèæíåé è âåðõíåé âåðøèíàì êóáà
îòâå÷àþò äâà ëåïòîíà îäíîãî ïîêîëåíèÿ,
ñêàæåì, íåéòðèíî è ïîçèòðîí (èõ ýëåêòðè-
÷åñêèå çàðÿäû 0 è 1, à öâåòîâûå çàðÿäû
îòñóòñòâóþò). Îñòàëüíûå øåñòü âåðøèí
îáðàçóþò â äâóõ ãîðèçîíòàëüíûõ ïëîñêî-
ñòÿõ ïðàâèëüíûå òðåóãîëüíèêè, îòîáðàæà-
þùèå âñå öâåòîâûå ñîñòîÿíèÿ u-êâàðêà è
d-àíòèêâàðêà. Èõ ýëåêòðè÷åñêèå çàðÿäû, êàê
è äîëæíî áûòü, äðîáíû: 2/3 è 1/3.

Íî âåäü òàêîé êóá ìîæíî çàìåíèòü âïè-
ñàííîé â íåãî âîñüìèêîíå÷íîé çâåçäîé,
êîíöû êîòîðîé ñóòü òå æå âîñåìü òî÷åê, ÷òî
è âåðøèíû êóáà. Äâà îáðàçóþùèõ åå ñêðå-
ùåííûõ òåòðàýäðà îòðàæàþò ñèììåòðèþ
ìåæäó äâóìÿ ÷åòâåðêàìè ÷àñòèö â êàæäîì
ïîêîëåíèè ôåðìèîíîâ. Ñóäÿ ïî âñåìó, åìó
ñîîòâåòñòâóåò stella octangula � ïîäãðóïïà
ðàñøèðåííîé ãðóïïû èêîñàýäðà.

Âïåðåä, ê Ïëàòîíó
Êîíå÷íî, âñå âûøåèçëîæåííîå � íå
ñòîëüêî ðåøåíèå, ñêîëüêî ïîñòàíîâêà ïðî-
áëåìû. Ôåðìèîíû è áîçîíû íå íåçàâèñè-
ìû, ïîýòîìó îáà êëàññà ÷àñòèö äîëæíû
áûòü óâÿçàíû ìåæäó ñîáîé. Êðîìå òîãî,
íóæíî ñîãëàñîâàòü ýòè ñîîáðàæåíèÿ ñ ñî-
âðåìåííîé òåîðèåé ïîëÿ. È âñå æå òðóäíî
îòäåëàòüñÿ îò âïå÷àòëåíèÿ, ÷òî ïðàâèëüíûå
ìíîãîãðàííèêè äåéñòâèòåëüíî ñïîñîáíû
ïðîëèòü íîâûé ñâåò íà ñòðóêòóðó ìàòåðèè.

Ñðåäè Ïëàòîíîâûõ òåë íàèáîëåå èíòå-
ðåñåí èêîñàýäð, è ñ íèì ñòàëêèâàþòñÿ,
ïîðîé ñîâåðøåííî íåîæèäàííî, â ñàìûõ
ðàçíûõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè. Ýòîò ôàêò
äîëæåí ïîñëóæèòü ýâðèñòèêîé ïðè ðàáîòå
íàä åäèíîé òåîðèåé ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö �
âåäü â ïðèðîäå íàâåðíÿêà âîïëîùåíà ñà-
ìàÿ èçîùðåííàÿ àáñòðàêòíàÿ ñòðóêòóðà. Åå
íàõîæäåíèå � ïðîìåòååâà çàäà÷à íàøèõ
äíåé.

Êàê ïèñàë Âåðíåð Ãåéçåíáåðã, «ðàçâè-
òèå ôèçèêè âûãëÿäèò òàê, ñëîâíî â êîíöå
êîíöîâ áóäóò íàéäåíû î÷åíü ïðîñòûå çà-
êîíû ïðèðîäû � òàêèå, êàêèìè èõ íàäåÿë-
ñÿ óâèäåòü åùå Ïëàòîí». Íå èñêëþ÷åíî, ÷òî
ýòè çàêîíû îêàæóòñÿ ñâÿçàííûìè ñ ïðà-
âèëüíûìè ìíîãîãðàííèêàìè. Äàæå êîãäà
çíàíèÿ î ôèçè÷åñêîé ðåàëüíîñòè áûëè åùå
î÷åíü ñêóäíû, íàõîäèëèñü ìûñëèòåëè (Ïëà-
òîí, Êåïëåð), âèäåâøèå â ýòèõ ôèãóðàõ
êëþ÷ ê åå ïîíèìàíèþ. Íàâåðíîå, îíè ñî-
ñòàâëÿþò òîò àðüåðãàðä, êîòîðûé âñåãäà
âïåðåäè.
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